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广义矩阵乘法 动态 DP 例题

定义

假设有矩阵 𝐴 : 𝑝 ×𝑚 和矩阵 𝐵 : 𝑚× 𝑞，定义广义矩阵乘法 𝐴×𝐵 = 𝐶 的结果是一个
𝑝 × 𝑞 的矩阵 𝐶 满足：

𝐶𝑖,𝑗 = (𝐴𝑖,1 ⊗𝐵1,𝑗) ⊕ (𝐴𝑖,2 ⊗𝐵2,𝑗) ⊕ …⊕ (𝐴𝑖,𝑝 ⊗𝐵𝑝,𝑗)

其中 ⊕ 和 ⊗ 为两种运算。
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定义

考察这种广义矩阵乘法是否满足结合律：

((𝐴𝐵)𝐶)𝑖,𝑗 =
𝑝

⨁
𝑘=1

(𝐴𝐵)𝑖,𝑘 ⊗𝐶𝑘,𝑗

=
𝑝

⨁
𝑘=1

(
𝑞

⨁
𝑡=1

𝐴𝑖,𝑡 ⊗𝐵𝑡,𝑘) ⊗ 𝐶𝑘,𝑗

(𝐴(𝐵𝐶))𝑖,𝑗 =
𝑞

⨁
𝑡=1

𝐴𝑖,𝑡 ⊗ (𝐵𝐶)𝑡,𝑗

=
𝑞

⨁
𝑡=1

𝐴𝑖,𝑡 ⊗ (
𝑝

⨁
𝑘=1

𝐵𝑡,𝑘 ⊗𝐶𝑘,𝑗)

观察上式可知，当 ⊕ 运算满足交换律，⊗ 运算满足结合律，且 ⊗ 对 ⊕ 存在分配律，那么
广义矩阵乘法满足结合律。可以矩阵快速幂。
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一些广义矩阵乘法的例子

ID 𝐴 ⊕ 0 ⊗ 1
1 ℝ min +∞ max −∞
2 ℝ max −∞ min +∞
3 ℝ ∪ {−∞} max −∞ + 或 − 0
4 ℝ ∪ {+∞} min +∞ + 或 − 0
5 ∀𝑛 ∈ ℕ+, [0, 2𝑛) ∩ ℕ OR 0 AND 2𝑛 − 1
6 ∀𝑛 ∈ ℕ+, [0, 2𝑛) ∩ ℕ AND 2𝑛 − 1 OR 0
7 ∀𝑛 ∈ ℕ+, [0, 2𝑛) ∩ ℕ XOR 0 AND 2𝑛 − 1

提示
使用广义矩阵乘法时，初始矩阵和单位矩阵对应的 0 和 1 应当使用广义的 0 和 1。
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什么是动态 DP？

当我们能将 DP 状态转移表示为 矩阵形式，且这种矩阵乘法在某种“加法、乘法”下满足
结合律时，我们就能用线段树或其他数据结构来维护这些矩阵，实现带修改的 DP。

典型应用：
• 序列 DP 的区间查询与单点修改；
• 树上带点权/边权修改的 DP；
• 本质上是一种“广义矩阵乘法”维护方法。
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问题定义

题意
给定序列 𝑎1 …𝑎𝑛，共 𝑞 次操作：

• 1 x y：查询区间 [𝑥, 𝑦] 的最大子段和；
• 2 x y：将 𝑎𝑥 修改为 𝑦。
数据范围：𝑛, 𝑞 ≤ 105。
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经典 DP 复盘

最大子段和的经典 DP：
𝑓𝑖 = max(𝑓𝑖−1 + 𝑎𝑖, 𝑎𝑖)

其中 𝑓𝑖 表示以 𝑖 结尾的最大子段和。

再定义 𝑔𝑖 为前 𝑖 个位置的最大子段和：

𝑔𝑖 = max(𝑔𝑖−1, 𝑓𝑖)

两者结合就是：
𝑔𝑖 = max(𝑔𝑖−1, 𝑓𝑖−1 + 𝑎𝑖, 𝑎𝑖)
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引入矩阵思想

我们希望找到一个矩阵 𝑀𝑖，使得

𝑀𝑖 × ⃗𝑣𝑖−1 = ⃗𝑣𝑖
其中

⃗𝑣𝑖 = ⎡⎢
⎣

𝑓𝑖
𝑔𝑖
0
⎤⎥
⎦

于是，我们要构造 𝑀𝑖 使其同时实现

𝑓𝑖 = max(𝑓𝑖−1 + 𝑎𝑖, 𝑎𝑖), 𝑔𝑖 = max(𝑔𝑖−1, 𝑓𝑖−1 + 𝑎𝑖, 𝑎𝑖)
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广义矩阵乘法

在“广义矩阵乘法”中：
⊗ = +, ⊕ = max

并定义乘法规则：
𝐶𝑖,𝑗 = max

𝑘
(𝐴𝑖,𝑘 +𝐵𝑘,𝑗)

因为 max 与 + 都满足结合律和分配律，因此这一结构合法。
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构造转移矩阵

满足上式的 𝑀𝑖 可以构造为：

𝑀𝑖 = ⎡⎢
⎣

𝑎𝑖 −∞ 𝑎𝑖
𝑎𝑖 0 𝑎𝑖
−∞ −∞ 0

⎤⎥
⎦

验证：

⎡⎢
⎣

𝑎𝑖 −∞ 𝑎𝑖
𝑎𝑖 0 𝑎𝑖
−∞ −∞ 0

⎤⎥
⎦
× ⎡⎢

⎣

𝑓𝑖−1
𝑔𝑖−1
0

⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑓𝑖
𝑔𝑖
0
⎤⎥
⎦

例如：
𝑓𝑖 = max(𝑎𝑖 + 𝑓𝑖−1, −∞+ 𝑔𝑖−1, 𝑎𝑖 + 0)

翁思源 Hikikomori University
动态 DP 入门 14 / 35



广义矩阵乘法 动态 DP 例题

区间乘积与线段树维护

整个序列可表示为矩阵积：
𝑀 = 𝑀𝑛 ×𝑀𝑛−1 ×⋯×𝑀1

则：

𝑀 ×⎡⎢
⎣

−∞
−∞
0

⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑓𝑛
𝑔𝑛
0
⎤⎥
⎦

查询区间 [𝑙, 𝑟] 时，只需取该区间的矩阵乘积。若某个 𝑎𝑖 被修改，只需更新对应叶子和其
祖先节点。

因此使用线段树维护矩阵乘积即可，单次查询/修改复杂度：𝑂(33 log𝑛)。
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实现注意

• 当状态以列向量形式表示时，状态转移为

f𝑖+1 = 𝑀𝑖f𝑖

因此多个区间合并时，应按物理顺序「右在前、左在后」进行矩阵乘法：

𝑀[𝑙,𝑟] = 𝑀𝑟 ×𝑀𝑟−1 ×⋯×𝑀𝑙

即线段树上合并时应写作：

info[p] = info[right] ∗ info[left]
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实现注意

• 若状态以行向量形式表示，则转移为

f𝑖+1 = f𝑖𝑀𝑖

此时合并顺序是「左在前、右在后」：

𝑀[𝑙,𝑟] = 𝑀𝑙 ×𝑀𝑙+1 ×⋯×𝑀𝑟

对应线段树写作：
info[p] = info[left] ∗ info[right]
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广义矩阵乘法 动态 DP 例题

总结

表示方式 状态转移 线段树合并顺序
列向量 f′ = 𝑀f right × left
行向量 f′ = f𝑀 left × right
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广义矩阵乘法 动态 DP 例题

[ABC246Ex] 01? Queries

题意
给定一个长度为 𝑛 的字符串 𝑠，每个字符为 0、1 或 ?。
有 𝑞 次操作，每次将第 𝑥 个字符修改为 𝑐，问修改后：

将所有 ? 替换为 0/1 后，不同的非空子序列有多少种？

数据范围：𝑛, 𝑞 ≤ 105。
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状态定义与转移

不考虑修改，设：
𝑓𝑖,0, 𝑓𝑖,1 =前 𝑖 位中，以 0/1 结尾的方案数

初始化 𝑓0,0 = 𝑓0,1 = 0。

根据 𝑠𝑖 的取值可列出转移：

𝑠𝑖 = 1 ∶ 𝑓𝑖,0 = 𝑓𝑖−1,0, 𝑓𝑖,1 = 𝑓𝑖−1,0 + 𝑓𝑖−1,1 + 1
𝑠𝑖 = 0 ∶ 𝑓𝑖,0 = 𝑓𝑖−1,0 + 𝑓𝑖−1,1 + 1, 𝑓𝑖,1 = 𝑓𝑖−1,0
𝑠𝑖 = ? ∶ 𝑓𝑖,0 = 𝑓𝑖,1 = 𝑓𝑖−1,0 + 𝑓𝑖−1,1 + 1
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广义矩阵乘法 动态 DP 例题

统一转移方程

可以将三种情况统一表示为：

𝑓𝑖,0 = 𝑓𝑖−1,0 + [𝑠𝑖 ≠ 1] ⋅ (𝑓𝑖−1,1 + 1)
𝑓𝑖,1 = 𝑓𝑖−1,0 + [𝑠𝑖 ≠ 0] ⋅ (𝑓𝑖−1,1 + 1)

构造列向量：

⃗𝑣𝑖−1 = ⎡⎢
⎣

𝑓𝑖−1,0
𝑓𝑖−1,1

1
⎤⎥
⎦
, ⃗𝑣𝑖 = 𝑀𝑖 × ⃗𝑣𝑖−1

我们需要构造出转移矩阵 𝑀𝑖。
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构造转移矩阵

根据上式，有：

𝑀𝑖 = ⎡⎢
⎣

1 [𝑠𝑖 ≠ 1] [𝑠𝑖 ≠ 1]
[𝑠𝑖 ≠ 0] 1 [𝑠𝑖 ≠ 0]

0 0 1
⎤⎥
⎦

验证：

⎡⎢
⎣

1 [𝑠𝑖 ≠ 1] [𝑠𝑖 ≠ 1]
[𝑠𝑖 ≠ 0] 1 [𝑠𝑖 ≠ 0]

0 0 1
⎤⎥
⎦
⎡⎢
⎣

𝑓𝑖−1,0
𝑓𝑖−1,1

1
⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑓𝑖,0
𝑓𝑖,1
1

⎤⎥
⎦
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整体结构与线段树维护

整个字符串的转移过程可表示为矩阵积：

𝑀 = 𝑀𝑛 ×𝑀𝑛−1 ×⋯×𝑀1

最终状态：

𝑀 ×⎡⎢
⎣

0
0
1
⎤⎥
⎦

= ⎡⎢
⎣

𝑓𝑛,0
𝑓𝑛,1
1

⎤⎥
⎦

所有非空子序列的个数为 𝑓𝑛,0 + 𝑓𝑛,1。

当字符串有修改操作时，仅会影响对应位置的 𝑀𝑖，用线段树维护矩阵乘积，每次修改/查
询均为 𝑂(33 log𝑛)。
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广义矩阵乘法 动态 DP 例题

小结

• 本题的 DP 可线性推导，但由于存在多次修改，需引入 矩阵乘积思想。
• 每个字符对应一个 3 × 3 矩阵，表示“局部转移”。
• 矩阵乘积满足结合律 → 可用线段树维护区间积。
• 单点修改、区间查询复杂度：𝑂(log𝑛)。

关键思想：将复杂的 DP 状态转移抽象为矩阵形式，从而实现“动态 DP”。
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CF1609E William The Oblivious

题意
给定一个长度为 𝑛 的字符串 𝑠，由字符 a,b,c 组成。有 𝑞 次修改操作，每次操作将第 𝑥 个
字符改为 𝑐 ∈ {a,b,c}。

每次修改后，求：最少替换多少个字符，使得字符串中不再出现子序列 abc。

数据范围：𝑛, 𝑞 ≤ 105。
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DP 状态设计

对于单个字符串（不考虑修改），考虑按位置动态转移。

定义：

𝑓𝑖,0/1/2 =
⎧{
⎨{⎩

0 ∶ 前 𝑖 个字符中无 𝑎
1 ∶ 已有 𝑎 但无 𝑎𝑏
2 ∶ 已有 𝑎𝑏 但无 𝑎𝑏𝑐

表示当前状态下的最少修改次数。

答案：min(𝑓𝑛,0, 𝑓𝑛,1, 𝑓𝑛,2)，即“构造出一个无 abc 的字符串”。
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状态转移推导

由字符 𝑠𝑖 决定的状态转移如下：

𝑓𝑖,0 = 𝑓𝑖−1,0 + [𝑠𝑖 ≠ 𝑎]
𝑓𝑖,1 = min(𝑓𝑖−1,0 + [𝑠𝑖 = 𝑏], 𝑓𝑖−1,1 + [𝑠𝑖 ≠ 𝑏])
𝑓𝑖,2 = min(𝑓𝑖−1,1 + [𝑠𝑖 = 𝑐], 𝑓𝑖−1,2 + [𝑠𝑖 ≠ 𝑐])

每个位置仅与上一个位置的三个状态有关，因此可以用矩阵描述。这是一个典型的“min
+”形式的动态规划。
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矩阵形式表示转移

由于转移由 min 和 + 构成，该问题可在 (min, +) 半环下建立广义矩阵乘法：

𝐶𝑖,𝑗 = min
𝑘

(𝐴𝑖,𝑘 +𝐵𝑘,𝑗)

每个字符对应一个 3 × 3 的转移矩阵 𝑀𝑖，用于实现从 𝑓𝑖−1 到 𝑓𝑖 的状态转移。
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构造矩阵

构造列向量 ⃗𝑣𝑖−1 = ⎡⎢
⎣

𝑓𝑖−1,0
𝑓𝑖−1,1
𝑓𝑖−1,2

⎤⎥
⎦
通过广义矩阵乘法（⊗ = min, ⊕ = +）使得 𝑀 × ⃗𝑣𝑖−1 = ⃗𝑣𝑖，

易得

𝑀 = ⎡⎢
⎣

𝑠𝑖 = 𝑎 ∞ ∞
𝑠𝑖 ≠ 𝑎 𝑠𝑖 = 𝑏 ∞
∞ 𝑠𝑖 ≠ 𝑏 𝑠𝑖 ≠ 𝑐

⎤⎥
⎦
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线段树维护矩阵乘积

整个字符串可表示为矩阵积：

𝑀 = 𝑀𝑛 ×𝑀𝑛−1 ×⋯×𝑀1

初始向量：

⃗𝑣0 = ⎡⎢
⎣

0
∞
∞

⎤⎥
⎦

则：
⃗𝑣𝑛 = 𝑀 × ⃗𝑣0

每次修改仅影响单个字符对应的矩阵 𝑀𝑖，用线段树维护区间矩阵乘积即可。

时间复杂度：𝑂(33 log𝑛)。
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小结

• 将字符串 DP 抽象为 矩阵链乘问题；
• 运算规则换为 (min, +)，形成新的半环；
• 每次单点修改仅影响一个矩阵；
• 用线段树维护矩阵乘积即可实现“动态 DP”；
• 复杂度 𝑂(log𝑛) 每次操作。

核心思想：

“把 DP 状态转移写成矩阵形式 → 用数据结构维护矩阵积”
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GOOD BYE!
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